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1 Elementare Funktionen

Lernziele

Nach der Bearbeitung des Kapitels

e kennen Sie die Menge der reellen Zahlen als Erweiterung der rationalen Zah-
len und kdnnen deren Eigenschaften und Axiome unter anderem in der Ana-
lysis und Geometrie einsetzen.

e sind Sie in der Lage, mit Polynomen zu rechnen, den Grad einer Funktion zu
bestimmen und kennen verschiedene rationale Funktionen und ihre geo-
metrische Darstellung.

e konnen Sie exponentielles und lineares Wachstum unterscheiden und den
Begriff exponentielles Wachstum anhand von Beispielen von Wachstums-
und Zerfallsprozessen erlautern.

e kennen Sie verschiedene trigonometrische Funktionen und kénnen ihre spe-
ziellen Eigenschaften nutzen, um die zugehdrigen Funktionsgraphen zu be-
schreiben und zu skizzieren.

e sind Sie in der Lage, irrationale Zahlen mithilfe von Zahlenfolgen und Reihen
anzunahern beziehungsweise numerisch zu berechnen und darzustellen.

e kennen Sie verschiedene Stellenwertsysteme (wie z.B. das Binar- und Hexa-
dezimalsystem) und kénnen Zahlen in andere Systeme umwandeln.

e sind Siein der Lage, reelle Zahlen als FlieRkommazahlen darzustellen und sie
damit fir Computer lesbar zu machen.

Grundlegende Kenntnisse der Analysis werden in vielen Bereichen der Informatik be-
notigt. Dies reicht von der einfachen Berechnung einer Quadratwurzel bis hin zu nu-
merischen Simulationen sowie Belichtungs- und Schattierungsverfahren in der Com-
putergrafik.

1.1 Diereellen Zahlen

Im Modul Mathematik fiir Informatik | haben Sie bereits die Menge der rationalen
Zahlen Q kennengelernt. Sie haben gelernt, dass es Zahlen gibt, mit denen wir gerne
rechnen wirden, die aber nicht in Q enthalten sind, wie zum Beispiel V2. Q weist also
Licken auf. So wie Z aus N und Q aus Z konstruiert werden kénnen, kdnnen die reel-
len (oder irrationalen) Zahlen R formal aus Z konstruiert werden, indem die Licken
geflllt werden.

Eine mathematisch prazise Beschreibung ist in diesem Fall allerdings aulRerst schwie-
rig. Aus diesem Grund werden die reellen Zahlen mit einem alternativen Ansatz be-
schrieben. Dazu werden charakteristische, allgemeingUltige Eigenschaften von R ge-

12
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sammelt und die reellen Zahlen als die Menge der Zahlen definiert, die diese Eigen-
schaften erfillen. Sie werden dabei zusatzlich lernen, dass sich die reellen Zahlen
ebenfalls mit der Menge aller Dezimalbriche beschreiben lassen.

Im Folgenden werden die flir das Rechnen mit reellen Zahlen geltenden , Axiome” fr
R beschrieben. Ein Axiom nennt man einen als absolut richtig erkannten Grundsatz,
also eine glltige Wahrheit, die keines Beweises bedarf. Axiome bilden dabei das Fun-
dament der mathematischen Theorie.

Die aus dem Modul Mathematik fiir Informatik | bekannten Kérperaxiome (Eigenschaf-
ten eines Korpers) bilden zusammen mit den Anordnungsaxiomen und dem Vollstan-
digkeitsaxiom die Basis, um die reellen Zahlen zu definieren.

1.1.1 Korperaxiome
Auf der Menge der reellen Zahlen R sind zwei Verkntpfungen definiert:

i.  VerknUpfung der Addition: "+ " R X R - R
i.  VerknlUpfung der Multiplikation:" - " : RX R = R

Beide Verknilpfungen sind Operationen, die zwei reelle Zahlen als Argumente neh-
men, ihnen eine reelle Zahl als Ergebnis zuordnen und wie folgt definiert werden:

- Definition 1.1 — Addition

Es gibt eine Operation, genannt Addition

"+":RXR->R, (x,y)»x+y

mit den Eigenschaften:

i.  Assoziativitdt: Vx,y,zER:x+ (y+2)=(x+y)+z=x+y+2z
i. Kommutativitdt: Vx,y e Rix +y =y +x
iii.  Neutrales Element: 30 ER, Vx ER:x + 0 =x
iv.  Inverses Element: Vx ER, 3y e R:x+y =0

Die Menge R bildet eine Abelsche (oder kommutative) Gruppe bezlglich der Addi-
tion. Das zu x € R inverse Element y = —x ist dabei eindeutig bestimmt.

Deutsche Hochschule fir Pravention und Gesundheitsmanagement ¢ rev.26.009.000 13
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— Beispiel

Umwandlung einer Dezimalzahl ins Bindrsystem:

- (427)10 2 Man dividiert zuerst sukzessive durch 2 und notiert die
Reste, welche den Koeffizienten der Potenzen gelten, also aq von 2°:

427 : 2 =213 Rest 1
213 :2 =106 Rest 1
106 : 2 =53 Rest 0
53:2=26Rest1
26:2 =13 Rest 0
13:2=6Rest 1

6:2=3Rest0
3:2=1Rest1l
1:2=0Rest1l

Damit lautet die Bindrdarstellung (also alle Reste aneinander):

- (0,1)19 = Man multipliziert zuerst sukzessive mit 2 und notiert die
Uberl3ufe, welche auch hier den Koeffizienten der Potenzen gelten,
also zum Beispiel a_; von 271

0,1-2 = 0,2 Uberlauf 0
0,2 -2 = 0,4 Uberlauf 0
0,4 -2 = 0,8 Uberlauf 0
0,8-2 = 1,6 Uberlauf 1
0,6 -2 = 1,2 Uberlauf 1
0,2 -2 = 0,4 Uberlauf 0

Da 0,4 bereits aufgetreten ist, wiederholen sich ab dort die Uberl3ufe
periodisch. Damit lautet die Binardarstellung (also alle Uberldufe anei-
nander):

(0,10 = (Om)z

Sie konnten nun anhand eines Beispiels sehen, dass eine rationale Zahl in einem Zah-
lensystem eine endliche und in einem anderen System eine unendliche Anzahl an
Nachkommastellen besitzen kann.

Seien Sie sich aber gewiss, dass keine rationale Zahl in einem System unendlich viele
nicht-periodische Nachkommastellen haben kann.

66 rev.26.009.000 e Deutsche Hochschule fiir Pravention und Gesundheitsmanagement
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— Formel

Losungsformeln fir allgemeine quadratische Gleichungen

Die sogenannte ,a-b-c“- oder auch ,Mitternachts“-Formel wird genutzt, um quad-
ratische Gleichungen der Form ax? + bx + ¢ = 0 zu |&sen, das heit, wenn die ein-
fache quadratische Ergdnzung nicht angewendet werden kann, um die Nullstellen
zu bestimmen. Die Nullstellen werden berechnet, indem man die Gleichung folgen-
dermalien nach x auflést und die Koeffizienten a, b, ¢ in folgende Formel einsetzt:

<—b + Vb2 — 4ac>
x =
2a

Bei einer Funktion der Form x% + px + ¢ = 0 kann man alternativ auch direkt die
sogenannte , p-q“-Formel verwenden, um die Nullstellen der Funktion zu finden:

—— Beispiel

In diesem Beispiel wird das Steigungs- beziehungsweise Monotonieverhalten der
folgenden Funktion untersucht:

1 1 6
— a3 4 2 e
f(x)—3x +8x x+4

Zunachst wird die erste Ableitung berechnet:

1 1 6 1
' — 2. .3-1 L2 2-1 _ q.1-1 D 2 4
i Co="3 3x +2 8x 1x =" +0 =X +4x 1

Der zugehorige Funktionsgraph entspricht einer nach oben getffneten Parabel:

110
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1 Deskriptive Statistik

Lernziele

Nach der Bearbeitung des Kapitels
e kennen Sie die wichtigsten Grundlagen der deskriptiven Statistik,

e konnen Sie die Haufigkeitsverteilung einer Stichprobe mithilfe der absoluten
und relativen Haufigkeit der einzelnen Stichprobenwerte beschreiben,

e kennen Sie den Zusammenhang zwischen Lage- und Streuungskennwerten
einer Stichprobe und wissen, wie man verschiedene Kennwerte berechnet,

e wissen Sie, was man unter der linearen Korrelation zweier Merkmale ver-
steht,

e sind Sie in der Lage eine Regressionsanalyse durchzufihren.

Die Statistik befasst sich mit der Sammlung, Organisation, Analyse, Interpretation und
Prasentation von Daten und Informationen, ohne dass dabei alle Objekte einzeln un-
tersucht werden mussen. Dabei unterscheidet man zwischen verschiedenen Teilberei-
chen der Statistik und deren Grundbegriffen.

1.1  Grundbegriffe

Bei der Anwendung der Statistik auf ein wissenschaftliches, industrielles oder soziales
Problem ist es Ublich, mit einer Stichprobe aus einer statistischen Grundgesamtheit
oder einem zu untersuchenden statistischen Modell zu beginnen. Bevdlkerungen kdn-
nen verschiedene Personengruppen oder Objekte sein, wie zum Beispiel ,alle Men-
schen, die in einem Land leben” oder ,jedes Atom, aus dem ein Kérper besteht”. Man
unterscheidet folgende drei Teilbereiche:

- Definition 1.1 — Statistiken

Eine deskriptive Statistik beschreibt Daten (,,Deskription”) und stellt diese Ubersicht-
lich dar. Dazu gehort auch die Ermittlung von KenngréRen und die Validierung der
Daten, also das Erkennen und gegebenenfalls Beheben von Fehlern im Datensatz.

Eine explorative Statistik ist eine Weiterfihrung und Verfeinerung der deskriptiven
Statistik und umfasst die Suche (,,Exploration”) nach Strukturen und Besonderheiten
in den Daten.

Die schlieRende Statistik versucht mithilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Gber
die erhobenen Daten hinaus allgemeinere Schlussfolgerungen zu ziehen und diese
auch zu beurteilen.

202
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Flr C gelten wieder 8 Falle, fir D hingegen 4 ginstige Falle (Herz, Karo, Pik, Kreuz):

P(C)—8—1—025 P(D)—4—1—0125
32 4 7T 32 8

Da diese Ereignisse unvereinbar sind, gilt fir P(C N D) =%-%= % (eine Herz-

Dame unter 32 Karten). Daher gilt aus der Additionsregel:

P(CUD)=P(C)+P(D)—P(CND) ==+

— Exkurs

Geburtstagsparadoxon

Wenn Sie bei einer Party mit mindestens 23 Personen wetten, dass zwei beliebige
Personen auf der Party am gleichen Tag Geburtstag haben, sind Ihre Chancen zu
gewinnen bei Gber 50 %! Die Erklarung dazu kdnnen Sie sich selbst aus dem bishe-
rigen Wissen zur Wahrscheinlichkeit herleiten.

Zunachst formalisiert man die gesuchten Ereignisse:
A = 2 beliebige (oder mehr) von 23 Personen haben an einem
beliebigen gleichen Tag Geburtstag.
A = Alle 23 Personen haben an verschiedenen Tagen Geburtstag.

Dabei gilt P(A) = 1 — P(A).

Stellen Sie sich vor, man stelle alle 23 Personen der Reihe nach nebeneinander auf,
dann gibt es 36523 Méglichkeiten fiir die Liste der Geburtstage:

[__JaN | FEB MAR APR MAI JUN
0000 0000 0000 0000 0000 0000
00000| [00000| |000OOO| [00®00| |[00OOO| |00OOO
0000 0006 0000 0000 0000 0000
J0L (AvG ) SEP OKT NOV oz )
000 0000 000 0000 0000 0000
00000 00000 00000 00000 00000 00000
o000 ©coo00 o000 ©co0o00 ©coo00 coo00

[y
o
[y
(92}
N
o
N
w

= i.
=ije
éo
=ao

%, =§'
ﬁo
=je
=ao
=ije
=e
=ije
=i
=§.
— )
=§o
=ao
=
=§o
ﬁo
=
ﬁo
=
éo
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—— Beispiel

Dieses Beispiel betrachtet nochmal die bedingte Wahrscheinlichkeit von Ereignis-
sen. Gegeben ist das Ereignis:

A = Trainingsgerat ist fehlerhaft.

Es werden nun drei unvereinbare Ereignisse Ej, E,, E5, drei Lieferanten 1,2,3, und
das Ereignis A (, Trainingsgerat ist fehlerhaft”) betrachtet und P(A) mithilfe der For-
mel fir die totale Wahrscheinlichkeit berechnet.

Ein Sportverein bezieht Trainingsgerate (z. B. Balle) von genau drei verschiedenen
Lieferanten, in unterschiedlichen Anteilen und in unterschiedlicher Qualitét:

Wahrscheinlichkeit, dass Gerat von Lieferanten k geliefert wurde: P (k)
Bedingte Wahrscheinlichkeit, dass von Lieferanten k geliefertes Gerat fehlerhaft ist:

P(A|k)
Lieferant 1 | Lieferant 2 | Lieferant 3
P(k).' 40 % 25% 35%
Anteil:
PAlk), 2% 1% 3%
Ausschuss:

Nun soll die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, dass ein geliefertes Trainingsge-
rat fehlerhaft ist.

In Worten: Das Trainingsgerat (wurde von Lieferant 1 geliefert UND ist fehlerhaft)
ODER (wurde von Lieferant 2 geliefert UND ist fehlerhaft) ODER (wurde von Liefe-
rant 3 geliefert UND ist fehlerhaft).

Da das Gerat fehlerhaft von einem der drei Lieferanten kommen muss, gilt folgende
Gleichung:

P(A)=P((1NnAUECNAUBNA)
=P(1NA)+P2NA)+PBNA
= P(1) - P(A]|1) + P(2) - P(4]2) + P(3) - P(4]3)

Anhand der obigen Tabelle kénnen nun die Wahrscheinlichkeiten abgelesen und
eingesetzt werden:
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40 2 25 1 35 3

100 100 T 100 100 T 100 100
80425+ 105

10000
21

= —_—= = 0
1000 0,0021 = 0,21%

P(4) =

Doch wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein fehlerhaftes Trainingsgerat von
Lieferanten 2 stammt? Gesucht ist hier die Wahrscheinlichkeit P(1|A). Mithilfe des
Multiplikationsgesetzes bedingter Wahrscheinlichkeiten kann nun die gesuchte
Wahrscheinlichkeit berechnet werden:

P(1) - P(A|1) = P(A) - P(1|A)
P(1) - P(A|1)
P(A)
/40 2\ 1000
_(100'100)' 21

80 1000

~ 10000 21

8 — S
=—=0,380952
21

& P(1]4) =

Q

Lieferant 1 Lieferant 2 Lieferant 3

P(A]2) = 0,99 P(A]3) = 0,97

| Paln) =002 | paln) =098
| Palz) =003 |

| P(A]2) = 0,01 |

| fehlerhaft | | nicht fehlerhaft | | fehlerhaft | | nicht fehlerhaft l | fehlerhaft | | nicht fehlerhaft |

Aus dem Multiplikationssatz der bedingten Wahrscheinlichkeit und der Formel fiir die
totale Wahrscheinlichkeit Iasst sich folgende Beziehung schlielRen:
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Wird auRer n auch k auf nichtnegative ganze Zahlen eingeschrankt, so gilt:

@=1=@)

(D) =n=(r)

() = () (Symmetrie)

(Z) = n+,t_k ‘ (k711)

@ =% D ek @)=

Gern) = () + Gy

L o
12 1 @ 00
1 3 3 1 4(o>4(1)4(2)4<3)4
1 4 6 4 1 5(0)5(1)5<2)5(3)5(4)5
1 51010 5 1 .66 066
1 6 152015 6 1 ) () 6 6 666
1 7 21353521 7 1 00606060

Abb. 40: Rekursive Darstellung der Binomialkoeffizienten bis zur 7-ten Ebene mithilfe eines
Pascal’schen Dreiecks. (© BSA/DHfPG)

—— Beispiel

(6) B 6! 720 Is
2)  21-(6-2)! 48
6 6! 720
4)  41.(6—4)! 48
<49)_ 49! 494847 -46-45 - 44
6/ 6!-(49-6)! = 6:-5-4-3-2-1
_10.068.347.520 13.983.816
y 720 ST
(12) p 12! _ 479.001.600 20,118,067 200
5/ 5!-(12—-5)! 120-5.040 7
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Bei einer relativen Haufigkeit des Ereignisses A = ,Kopf*“ von weniger als 0,41775
oder von mehr als 0,58225 wird also die Hypothese mit der Irrtumswahrscheinlich-
keit 10 % abgelehnt. Bei 100 Versuchen heif3t das:

Fur 8 & [42; 58] wird py abgelehnt, der nicht kritische Bereich ist also [42; 58].

5.4.3 Fehlerentscheidung

Als Nachstes geht man im Eiweildriegel-Beispiel davon aus, dass der Erwartungswert
tatsachlich gleich dem Sollwert von 100 Gramm ist. Zieht man in diesem Fall mehrere
Stichproben der gleichen GréRe n = 10, so werden in etwa @ = 5% davon ein arith-
metisches Mittel liefern, das im kritischen Bereich des vorangegangenen Tests liegt.
Fir den Rest kann die Nullhypothese beibehalten werden.

Dennoch besteht die Wahrscheinlichkeit, dass man eine Stichprobe zieht, fiir die die
Alternativhypothese gilt und H, verworfen werden muss. Dies konnte dann zur Tes-
tentscheidung ,Nullhypothese verwerfen” filhren, was letztendlich aber eine Fehlent-
scheidung ware.

Diese (wenn auch sehr geringe) Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese falschlicher-
weise zu verwerfen, ist also gleich dem vorgegebenen Signifikanzniveau a = 5%.
Diese Fehlentscheidung wird in der Praxis auch als Fehler 1. Art oder auch a-Fehler
bezeichnet. Im Gegenzug kann aber auch die Nullhypothese irrtiimlich beibehalten
werden, obwohl in Wirklichkeit die Alternativhypothese H; zutrifft:

- Definition 5.7 — Fehler 1. und 2. Art

Bei einem statistischen Test spricht man von einem

- Fehler 1. Art (oder a-Fehler), wenn die Nullhypothese H, falschlicherweise
abgelehnt wird, obwohl sie wahr ist.

- Fehler 2. Art (oder B-Fehler), wenn die Nullhypothese H; falschlicherweise
beibehalten wird, obwohl sie falsch ist.

Man spricht bei einem Fehler 1. Art auch haufig von einem ,falsch negativen” (engl.,
false negative) Ergebnis (oder Diagnose), also wenn die Nullhypothese eigentlich wahr
ist, sie dennoch in der Entscheidung abgelehnt wird. Im Gegenzug bezeichnet ein
,falsch positiven” Ergebnis, wenn ein Fehler 2. Art auftritt und man damit irrtimlich
von der Nullhypothese ausgeht (siehe Abb. 45).
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Tatsachlicher Wert

(durch Experiment bestatigt)

H, wahr H,; wahr
(positiv) (negativ)
+—
s
=
~w  Howahr WP FP
3 3 (positiv) (wahr positiv) (falsch positiv) Fehler 2. Art
- (B-Fehler)
Qs
—c
= o
8 z H, wahr FN <+ WN Fehler 1. Art
c =i (negativ) (falsch negativ) (wahr negativ) (a-Fehler)
[eTs}
(@)
o
o

Abb. 45: Uberblick tiber mégliche Szenarien. (© BSA/DHfPG)

—— Beispiel

Beispiele fiir Nullhypothesen:

a) Esbrennt.
) Der Angeklagte ist unschuldig.
c) Der Patient ist krank.
) Die Person hat keine Zugangsberechtigung.

WAHR/POSITIV:
a) Der Feuermelder schldgt Alarm, weil es brennt.

O

Der Angeklagte ist unschuldig und wird freigesprochen.

O

)
) Der Patient ist krank und wird auch als krank getestet.
)

o

Die Person hat keine Zugangsberechtigung und wird nicht eingelassen.

FALSCH/POSITIV:
a) Der Feuermelder schlagt Alarm, obwohl es nicht brennt.
) Der Angeklagte ist schuldig und wird dennoch freigesprochen.
c) Der Patient ist gesund, wird aber als krank getestet.
) Die Person hat eine Zugangsberechtigung, wird aber nicht eingelassen.

WAHR/NEGATIV:
a) Der Feuermelder schlagt nicht Alarm, weil es auch nicht brennt.
) Der Angeklagte ist schuldig und wird daher auch verurteilt.
c) Der Patient ist gesund und wird auch als gesund getestet.
) Die Person hat eine Zugangsberechtigung und wird eingelassen.
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