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Mengenlehre

1.1 Mengenbegriff

Der Begriff Menge ist in vielen Bereichen der Informatik von grundlegender Bedeu-
tung, wie zum Beispiel bei Datenbanken, und geht auf Georg Cantor zurlck (1845-—
1918). Er begriindete die moderne Mengenlehre. Der Begriff sollte nicht mit dem um-
gangssprachlichen Begriff ,eine Menge” im Sinne von ,viel“ verwechselt werden. Ob-
wohl eine ,Zusammenfassung von Objekten” zwar intuitiv verstandlich ist, wird der
Begriff ,Menge” in der Mathematik dennoch wie folgt klar definiert:

— Definition 1.1 — Menge, Elemente

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohl unterscheidbaren
Objekten der Anschauung oder des Denkens, welche die Elemente von M genannt
werden, zu einem Ganzen (Cantor, Zermelo & Fraenkel, 2013). Mengen sind selbst
Objekte und kénnen daher Elemente anderer Mengen sein.

Die Elemente einer Menge M werden in geschweiften Klammern eingeschlossen,
z.B.M = {3,2,8,1}. Ist ein Element x Teil einer Menge M, so schreiben wir x € M,
ansonsten x € M. Man spricht: ,M ist die Menge mit den Elementen 3,2,8 und 1
bzw. ,x ist (kein) Element von M“ oder ,x (nicht) in M“.

— Beispiel

Bertrand Russell (1872—1970) formulierte das berihmte , Barbier-Paradoxon” (Rus-
sell, 1918). Eine Variante lautet:

Ein Physiotherapeut massiert nur Menschen, die sich nicht selbst massieren.

Nun die Frage: Gehort er zu der Menge der Therapeuten, die sich selbst massieren?

Beim Versuch, diese Frage zu beantworten, ergibt sich ein Widerspruch. Angenom-
men, ein Therapeut massiert sich selbst. Dann gehort er zu denen, die er aber laut
Aussage nicht massiert, was der Annahme selbst widerspricht. Angenommen, es gilt
das Gegenteil, das heilt, er massiert sich nicht selbst, dann erfullt er selbst die Ei-
genschaft der Menschen, die er massiert. Das widerspricht jedoch wieder der An-
nahme, dass er ja nur Menschen massiert, die sich nicht selbst massieren.

Die gestellte Frage kann also nicht eindeutig beantwortet werden.

Es wurde spater gezeigt, dass es in der Mathematik solche nicht entscheidbaren Fra-
gen geben muss (Godel, 1931). Fur die Anwendungen in diesem Kurs ist die Definition
einer Menge von Cantor jedoch vollig ausreichend.

Mengen sind gleich (,="), wenn sie dieselben Elemente beinhalten. Die Reihenfolge
und Wiederholungen der Elemente einer Menge spielen keine Rolle. Es wird also nicht

Deutsche Hochschule fir Pravention und Gesundheitsmanagement ¢ rev.24.008.000
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Aussagenlogik

2 Aussagenlogik

@ Lernziele

Nach der Bearbeitung des Kapitels

e kennen Sie die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften der Logik, um
Wissen so zu repradsentieren, dass daraus formal Schlisse gezogen werden
kdnnen.

e kennen Sie die Grundlagen boolescher Algebra, um logische Verknipfungen
formalisieren und interpretieren zu kénnen.

e kbdnnen Sie Wahrheitstafeln fir verschiedene Aussagen erstellen und damit
logische Zusammenhange sichtbar machen.

e kennen Sie die verschiedenen Tautologien und Gesetze der Aussagenlogik.

e konnen Sie mithilfe von Quantoren und Junktoren spezifische Objekte oder
Situationen prazise formulieren.

Die Aussagenlogik ist ein Zweig der Logik. Der Bereich beschaftigt sich mit Aussagen,
die wahr oder falsch sein kdnnen, und dem Argumentationsfluss. Zusammengesetzte
Aussagen werden gebildet, indem Aussagen durch logische Zusammenhénge mitei-
nander verbunden werden. Anwendungsfelder finden sich besonders in der Informa-
tik, wie bei Fallunterscheidungen im Programmiercode, bei der Wissensmodellierung
im Bereich der Kinstlichen Intelligenz, bei logischen Schaltungen im Hardwarebereich,
aber auch beim automatisierten Beweisen oder Testen von Software.

- Definition 2.1 — Aussage

Eine logische Aussage ist ein Satz in einer menschlichen oder auch kiinstlichen Spra-
che (z.B. Programmiersprachen), dem eindeutig einer der beiden Wahrheitswerte
Swahr” (1, w, true) oder ,falsch” (O, f, false) zugeordnet werden kann. Aussagen
ohne logische Verbindungen werden als atomare Aussagen bezeichnet.

— Formeln 2.1

Wir definieren folgende VerknlUpfungen (oder Junktoren) von Aussagen:
i.  Negation (,nicht A“):
- -4
ii.  Konjunktion (,A und B):
- AAB

Deutsche Hochschule fir Pravention und Gesundheitsmanagement ¢ rev.24.008.000
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vi.

Tab. 2:

© O B kB X

o~ o »r

Disjunktion (,,A oder B“):

- AVB

Kontravalenz/ausschlieRende Disjunktion (,,entweder A oder B“, ,XOR“):
- A@B

Implikation (,,A impliziert B“ oder ,,wenn A, dann B):

- A=>B

- A>B+B=>A

Aquivalenz (,A ist Aquivalent zu B“ oder ,genau dann A, wenn auch B“):
- A B

Wahrheitswertetafel der Aussagenlogik (© BSA/DHfPG).

-4 -B ANB AV B ADB A=>B B=>A A B
0 0 1 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 1 1 1

—— Beispiel

Hier ein paar Beispiele flr Aussagen:

-, 14 3 =4“ist eine wahre Aussage.
- ,9ist eine Primzahl” ist eine falsche Aussage.

- ,Esist noch sehr friih” ist keine Aussage, da kein eindeutiger Wahrheits-
wert zugeordnet werden kann.

- A:,Die Geraden g und h schneiden sich.”
- =A: ,Die Geraden g und h schneiden sich nicht.”

- =(=4): ,Es ist nicht wahr, dass die Geraden g und h sich nicht schnei-
den.”

- Die Konjunktion der wahren Aussage A =, 8 ist eine gerade Zahl“ mit der

falschen Aussage B = ,8 ist durch 5 teilbar” ist die falsche Aussage A A

B = 8 ist eine gerade Zahl und durch 5 teilbar”.

- Die Disjunktion der wahren Aussage 0 < 1 und der falschen Aussage 0 =
1 ist die wahre Aussage 0 < 1, sprich ,,0 ist kleiner oder gleich 1”.

- Die Aussage ,Wenn 3 < 2 ist, dannist 2 < 1” ist wahr, obwohl sie eine
Implikation zweier falscher (Teil-)Aussagen ist. Die Implikation ist wabhr,
wenn beide Aussagen wahr sind oder wenn die erste Aussage falsch ist.

- Die Aquivalenzverkniipfung der falschen Aussage ,Die Tonne ist eine
Langeneinheit” mit der wahren Aussage ,1000 Meter ergeben einen Ki-
lometer” ist die falsche Aussage , Die Tonne ist dann und nur dann eine

28
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Aussagenlogik

Langeneinheit, wenn 1000 Meter einen Kilometer ergeben”. Die Aquiva-
lenz zweier Teilaussagen ist nur wahr, wenn entweder beide Teilaussa-
gen wahr oder beide falsch sind.

- ,Diese Aussage ist falsch.” Durch die spezielle Art des Bezugs auf sich
selbst kann der Satz weder wahr noch falsch sein und ist deshalb keine
Aussage.

_— @ Merke

Beachten Sie, dass die Disjunktion nicht mit einer Kontravalenz (ausschlieRende Dis-
junktion, ,entweder oder”) verwechselt werden sollte. Somit ist eine Disjunktion
zweier Wahrheitswerte auch wahr, wenn beide Werte wahr sind. Man spricht hier
auch von einer einschlieRenden Disjunktion.

Eine Implikation ist immer wahr, wenn die Pramisse falsch ist. In der Aussagenlogik
kdnnen aus falschen Aussagen auch wahre Aussagen folgen, wie zum Beispiel:

,Wenn 1 =2 (falsch), dann ist Berlin die Hauptstadt von Frankreich (falsch)”
- wabhr!
,Wenn1l =2 (falsch), dann ist Paris die Hauptstadt von Frankreich (wahr)”
- wahr!
,Wenn1l < 2 (wahr), dann ist Berlin die Hauptstadt von Frankreich (falsch)”
- falsch!
,Wenn1l < 2 (wahr), dann ist Paris die Hauptstadt von Frankreich (wahr)“
- wahr!

Ubung 2.1

Handelt es sich hier um Aussagen? Wenn ja, sind sie wahr oder falsch?
Moskau ist die Hauptstadt von Finnland.

32+9 =141

1 ist kleiner als 2.

Vielen Dank!

x2—4=0

Delfine sind Saugetiere und leben auf dem Land.

Wenn eine Zahl 20 gerade ist, dann ist sie auch durch 7 teilbar.
Wenn London in Frankreich liegt, dann ist Schnee schwarz.

O 00 LSRG W N

Immer wenn es regnet, sind auch Wolken am Himmel.
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4 Relationen, Abbildungen und Funktionen

@ Lernziele

Nach der Bearbeitung des Kapitels

e konnen Sie mathematische Abbildungen und Relationen formal beschrei-
ben, um die Grundlagen von Konzepten wie relationalen Datenbanken ver-
stehen zu kénnen.

e kodnnen Sie den Begriff ,Relation” definieren und gegeniiber Abbildungen
und Funktion abgrenzen.

e kennen Sie die verschiedenen Formen von Relationen und konnen eine
Menge in Klassen unterteilen.

e kennen Sie die Besonderheiten und Eigenschaften von Abbildungen und
kdnnen diese anwenden.

e kodnnen Sie bestimmen, ob eine Relation reflexiv, symmetrisch oder transitiv
ist.

e konnen Sie Abbildungen umkehren und/oder miteinander verknipfen und
kennen die Kriterien flr Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat.

e koénnen Sie die Machtigkeit bzw. Abzdhlbarkeit von Mengen bestimmen.

Mithilfe von Relationen kann man die Elemente zweier Mengen in Beziehung zueinan-
der setzen. Des Weiteren kann eine Menge in Klassen unterteilt werden, sodass ,ahn-
liche” Elemente in derselben Klasse liegen. Die Elemente innerhalb einer Klasse kon-
nen geordnet werden und als spezieller Ausschnitt einer Menge einem besseren Ver-
standnis dienen. In der Informatik sind solche Fragestellungen besonders bei relatio-
nalen Datenbanken wichtig, wenn man zum Beispiel aus der Menge aller Mitglieder
eines Fitnessstudios nur einen Uberblick Gber alle Manner im Alter von 30 bis 40 Jahre
haben mochte.

4.1 Relation

Relationen in der Mathematik gelten als Beziehungen, bei denen stets klar ist, ob sie
existieren oder nicht. Genauer gesagt, zwei Elemente kdnnen also nicht ,teilweise” in
einer Relation zueinanderstehen:

44
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Relationen, Abbildungen und Funktionen

— Definition 4.1 — Relation, Umkehrrelation

Seien A, B nichtleere Mengen. Dann ist eine Relation R auf A X B eine Teilmenge:
RcAxXxB={(x,y)|x€Ay€eB}
Fur alle (x,y) € R sagt man ,x steht in Relation R zu y“ und schreibt auch xRY.
Zu jeder Relation R existiert eine zugehoérige Umkehrrelation R~1:
R'={(y,x) cBxA|(x,y) ER}

Man bildet die Umkehrrelation einer Relation, indem man Vor- und Nachbereich

vertauscht, das heiRt fir xRy gilt yR™1x.

Objekte, die in Relation zueinanderstehen, bilden also ein Tupel, welches Element der
Relation ist. Wenn nicht ausdrlcklich etwas anderes angegeben ist, versteht man un-
ter einer Relation eine ,,zweistellige” (oder ,bindre”) Relation, also eine Beziehung zwi-
schen je zwei Dingen. Die Tupel sind in diesem Fall geordnete Paare.

—— Beispiel

Sei M die Menge der Mitglieder eines Fitnessstudios und K die Menge der Fitness-
kurse. Dann ist

R = { (m, k) | m belegt den Fitnesskurs k }
eine Relation R auf M X K und
R™! = { (k,m) | Fitnesskurs k hat Teilnehmer m }

Andere Beispiele:

- Umkehrrelation der Relation ,ist Nachfolger von” ist die Relation ,,ist
Vorgdnger von“.

- Umkehrrelation der Relation ,ist groRer als“ ist die Relation ,ist kleiner

"

als”.
- Umkehrrelation der Relation , lehrt” ist die Relation ,wird gelehrt von”.

Deutsche Hochschule fir Pravention und Gesundheitsmanagement ¢ rev.24.008.000
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a;

a; i
A= : :
\a]/ \a]+/1al/

- Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile:

LTty

2.6.2 Tabellen- und Stufenform

Als ersten Schritt wird das Gleichungssystem in eine sogenannte Tabellenform ge-
bracht. Die Tabellenform bietet in den meisten Fallen eine Ubersichtlichere Darstel-
lung. In der Tabelle tragt man dann die Skalare, also die Werte vor den Variablen, ein.

Ay "V + 0+ Ay~ Uy =@ : H :
\\_ am1 Amsp Amn @
~

Abb. 25: Darstellung eines linearen Gleichungssystems in Tabellenform (© BSA/DHfPG).

Als nachsten Schritt soll die eben aufgestellte Tabellenform in eine sogenannte Stu-
fenform umgewandelt werden. Sobald die Tabelle in eine Stufenform gebracht wurde,
kann das Gleichungssystem durch einfaches Einsetzen der einzelnen Variablen in die
Zeilen gelost werden. Um eine Tabelle in Stufenform zu bringen, kénnen einzelne Zei-
len mit einer Konstanten multipliziert werden oder ganze Zeilen miteinander addiert
oder subtrahiert werden.

W v, vy, b vy v, vy b
a4 Qs Qyq by * * * * *
|:> : * * * *

: d 3 : : 0 * * *
A1 Am2 Qmn b 0 0 * *

Abb. 26: Darstellung einer Stufenform (Dreiecksmatrix) nach Zeilenumformungen (© BSA/DHfPG).
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Matrizen und lineare Gleichungen

Die Stufenform wére ausreichend, um daraus die Determinante einer Matrix zu be-
rechnen. Um jedoch das gesamte Gleichungssystem zu l6sen, muss durch geschickte
Zeilenumformungen eine Einheitsmatrix hergestellt werden. Dies geschieht durch Ein-
setzen der jeweiligen Variablen nacheinander von unten nach oben.

(21 V2 Un b L1 V2 Un b
* * * * * 1 0 0 *

* * * * |::> : 1 0 : *

0 * * * 0 1 0 *

0 0 * * 0 0 1 *

Abb. 27: Darstellung einer Einheitsmatrix nach Zeilenumformungen (© BSA/DHfPG).

—— Beispiel

Gegeben sei folgende Matrix, dessen Determinante mittels GauR-Jordan-Algorith-
mus berechnet werden soll:

1 3 4 1 3 4 1 3 4
A= (O 0 2) Il & 111 (2 0 7) Ir-=11-2-1 (O —6 —1)
2 0 7 0 0 2 0 O 2

Nach nur drei Zeilenumformungen konnte eine obere Dreiecksmatrix hergestellt
werden. Daraus ergeben sich folgende Anderungen der Determinante:

- Das Vorzeichen andert sich durch das Vertauschen der Zeile II und I11
- Keine Anderungen durch das Subtrahieren des Vielfachen der Zeile I

Somit lasst sich die Determinante von A folgendermalRen direkt von der oberen
Dreiecksmatrix ablesen:

det(d) = (—1) - (1-(=6)-2) = 12
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